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Abstract: In  this  paper,  we  analyze  the  geodesics  of  the  4-dimensional  ( 4D )  linear 
dilaton  black  hole  (LDBH)  spacetime,  which  is  an  exact  solution  to  the  Einstein-
Maxwell-Dilaton (EMD) theory. LDBHs have non-asymptotically flat (NAF) geometry, 
and their Hawking radiation is an isothermal process. The geodesics motions of the test 
particles  are  studied  via  the  standard  Lagrangian  method.  After  obtaining  the  Euler-
Lagrange  (EL)  equations,  we  show  that  exact  analytical  solutions  to  the  radial  and 
angular  geodesic  equations  can  be  obtained.  In particular,  it  is  shown  that  one of  the 
possible solutions for the radial trajectories can be given in terms of the WeierstrassP-
function (-function), which is an elliptic-type special function. 
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1. Introduction  
The  motion  of  test  particles  (both  massive  and  massless)  provides  the  only 
experimentally  feasible  way  to  study  the  gravitational  fields  of  objects  such  as  black 
holes (BHs). Predictions about their observable effects (light deflection, the perihelion 
shift,  gravitational  time-delay  etc.)  can  be  made,  and  also  compared  with  the 
observations  [1].  For  this  reason,  the  subject of geodesics  in  the BH spacetimes have 
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always  been  attracted  much  attention.  Today,  there  are  numerous  studies  about  the 
geodesics of various BHs in the literature (for instance, one may see [2] and references 
therein).  Recently,  studies  on  the  general  solution  to  the  geodesic  equation  in  4D  
spacetimes have considerably increased [3-6]. 
In this paper, our main motivation is to study the geodesic structure of the LDBH [7,8] 
whose  asymptotic  behavior  is  NAF.  This  BH arises  as  an  exact  solution  to  the  EMD 
theory  [7-9].  One  of  the  most  intriguing  features  of  those  BHs  is  that  their  Hawking 
radiation  (HR)  is  governed  by  isothermal  processes,  which  occur  at  a  constant 
temperature.  Namely,  while  a  LDBH  radiates,  the  energy  transferring  out  of  the  BH 
happens  at  such  a  slow  rate  that  the  thermal  equilibrium  is  always  maintained.  The 
studies  on  the  LDBHs,  which  are  subject  to  quantum  gravity  theory  (including 
thermodynamics), can be seen in [10-18]. 
In the present study, we study the geodesic motion of a generic  test particle (timelike, 
spacelike  and  null  geodesics)  on  the  LDBH  background.  To  that  end,  we  follow  the 
standard  Lagrangian  procedure  with  the  Mino  proper  time  [19].  We  give  analytical 
expressions for  the  radial and angular geodesic equations. Particularly,  the  radial ones 
are found in terms of both hyperbolic functions and the ℘-function [20].  
The  paper  is  organized  as  follows.  In  Sec.  2,  we  review  the  LDBH  spacetime  and 
present  some  of  its  physical  properties.  Sec.  3  is  devoted  to  the  exact  analytical 
solutions of the geodesic equations in the LDBH background. We draw our conclusions 
in Sec. 4. 
2. LDBH Spacetime 
In general, the metric of a static and spherically symmetric BH in  4D  is given by: 
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 2 2 1 2 2 2ds fdt f dr R d ,       (1) 
where 
 2 2 2 2Ωd d sin d .      (2) 
Equation (2) is the line-element of the unit 2-sphere. When the metric functions of the 
line-element (1) are written in the following forms:  
  
0
1
f  r b ,
r
    (3) 
  2 0R r r,            (4) 
the spacetime (1) is called as the LDBH [7,8]. Here, the physical constant parameter  0r  
is related with the conserved charge of the LDBH:  0 2r Q  in which the charge  Q  is 
a non-zero positive definite physical parameter [7,8]. However, these BHs have no zero 
charge limit due to the associated field equations coming from the EMD theory. More 
details about the features of the LDBH can be found in the papers written by Clément et 
al. [7,8]. 
It  is  obvious  from  Eq.  (3)  that  a  LDBH  possesses  a  NAF  geometry,  and  its  event 
horizon  is  hr b .  For  0b  ,  the  horizon  transparently  shields  the  null  singularity  at 
  = 0. On the other hand, if one applies the quasi-local mass ( M ) definition of Brown 
and York [21] to the metric (1) with metric functions (3) and (4), we obtain  
 4b M.   (5) 
In general, the definition of the Hawking temperature    [22,23])is expressed in terms 
of the surface gravity   [24]: 
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  1
4 h
tt ij
tt ,i tt , j
r r
lim g g g g ,

 
  
 
   (6) 
as  
 
2
HT .


            (7) 
Using  Eq.  (6),  one  can  compute  the  surface  gravity 
0
1
2r
  .  Thus,    -value  of  the 
LDBH becomes: 
 
0
1
4
HT
r
            (8) 
It  is obvious from the above expression that  the obtained temperature is constant;  thus 
Δ  = 0. So, the HR of the LDBH is made by the series of the isothermal processes.  
One can also compute that the geometric scalars (Ricci scalar ( ), full contradiction of 
the Ricci tensor (   ) and Kretschmann scalar ())of the spacetime [25]:  
 
2
0
1 1
,
2
b
r r r
 
   
 
          (9) 
 
2
2 4 2
0
1 3
,
4
b
r r r


 
    
 
        (10) 
 
2
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0
1 3 6 11
,
4
b b
r r r r


 
       
 
       (11) 
which represents that the curvature singularity is located at  0r  . 
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3. Analytic solution to the geodesic equations of the LDBH geometry 
In this section, for studying the geodesics of the test particles in the LDBH background, 
we shall employ the standard Lagrangian method. The corresponding Lagrangian   L  
of a test particle in the LDBH geometry is given by 
  
2
2 2 2 22     ,o
r
L ft r r sin
f
      
    (12) 
where the dot over a quantity denotes the derivative with respect to the affine parameter 
 . The metric condition is in general defined by  
.
2
L

            (13) 
Here   0 1 1, ,     stands  for  the  (null,  timelike,  spacelike)  geodesics.  Now,  we 
reconsider  the  Lagrangian  (12)  by  using  the  Mino  proper  time      [19]  which  is 
governed by the following differential expression for the LDBH  
  0 .d rr d            (14) 
Thus, the modified Lagrangian becomes 
 
2 2 2 2
21 1 1 1 .
2 2 2 2o o
f dt dr d d
L sin
rr d rr f d d d
 

   
       
           
       
    (15) 
After applying the EL method, we obtain 
 
2
0
0
0   ,
r rd f dt dt
d rr d d

  
 
    
 
      (16) 
  2
2
0   ,
d d d
sin
d d d sin
  

   
 
   
 
      (17) 
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in which  rf  . Besides,   and    are  the real  integration constants.  In addition to 
Eqs. (16) and (17), we have 
 
2
2
2 d
sin  cos
d
,
d
d 
 
 
  
  
 
        (18) 
which is equivalent to 
 
2 2
d
 K
d sin
 
 
   
    
  
         (19) 
where  K   is another  integration constant. Finally, with  the aid of  the metric condition 
(13), one can derive the radial equation as follows 
 
   
2 2
2 2 20
2 2 4
0 0
2
2
4
2
2
2
0
2
0
0 0
1 1 1 1
2 2 2 2 2
1
r rf
r K sin ,
rr rr f sin sin
r r
r K ,
r
r K r rr .
  
 
 
 
 
 
 
 
 
     
  
    
 
    



  (20) 
Following the method whose details are given in [26,27], we can make a transformation 
for the  r -coordinate as  
 
s
r  z,
x
            (21) 
where  1s   (i.e.,  2 1s  )and  z  satisfies the following condition  
      
2
0 0 0
r z
K r rr . 

             (22) 
Recalling that  rf  , one can easily verify that Eq. (22) admits  
   z ,


           (23) 
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where 
    b K ,              (24) 
  2 20r K.               (25) 
Then, Eq. (20) becomes 
  
2
3 2
3 2
dx
 b x b x
d
.

 
  
 
          (26) 
where 
  
2 2
0
2
r b
b ,
b z

 

           (27) 
   3 2 2
z
 b  b szb s .
s
            (28) 
Equation (26) has two solutions. One of them is  
   1x
z
,
s
              (29) 
which yields  0r  , so that it is a trivial solution. Another solution can be found in terms 
of the hyperbolic functions as follows 
 
2
2
2
2
s
b
z cosh ( c )
x ,


 
 
  
         (30) 
where     is  an  integration  constant.  Meanwhile  it  is  worth noting  that  Eq.  (26)  can be 
converted to a -equation [20] by the following transformation 
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 22
3 2
1212
3 3
s U bU b
x ,
 b  zb

            (31) 
where   U U  .Then, Eq. (26) transforms to the -equation [28,29] 
  
2 2 3
3 2 24
12 216
b b
U
dU
U .
d
  
 
 
 
       (32) 
which admits two solutions: 
   21
6
b
U ,            (33) 
   2 322 2
1
3
6 6
U , b , b ,


 
    
 
      (34) 
where   is an integration constant. Thus, the exact solution for the radial geodesics of 
the LDBH results in 
    22 0
2
b
sin
s
h ( c ) ; zz ,r   z
x

 
  
 
 

       (35) 
or 
   2
2 2
3
1
12
 bs
r  z z .
x U  b
 
    
 
        (36) 
The significant cases about this solution are summarized below. 
( )  If  0 , which means that  K   or  0z    ⟹     0r .   
(  )  If  , which means that  2 2oK r    or  z    ⟹    r .   
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On the other hand, one can easily integrate the -equation (19) to obtain the following 
analytical solution: 
   1 ( ) cos ,               (37) 
by which 
  
2
0
K
cos K ( ) ,
K

  
    
      (38) 
where 
0  is yet another integration constant, and 
2K   condition is imposed in order 
to have non-imaginary solution for   ( )  . After substituting the above solution into the 
 -equation (17), we find out  
  
 01
0
K tan K
 ( ) tan ,
 
   


        
  
      (39) 
where  0   is  also  an  integration  constant.  For  the  completeness  of  the  geodesic 
equations, one should also investigate the solution for  t -equation (16). If we substitute 
Eq. (35) into Eq. (16), and apply the transformation given below 
2
4
b
( )v c ,            (40) 
we obtain the following differential equation 
 
2 2
0
2
2
4 2
2
r z sinh ( v )dt
.
dv b b z sinh ( v )


  
        (41) 
With the aid of [28], the  t -solution of Eq. (41) is obtained as 
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   
2
1 10
2
2 1
1
r tanhv z
t t( v ) ln b tan G tanh G ,
tanhv Hb
             
    (42) 
where 
 2
z( z b ),
H b z b ,
btanhv
G .
H
 
  

        (43) 
4. Conclusion 
In this paper, we have considered geodesic structure of the LDBH, which is a solution 
to  the  EMD  theory.  Using  the  conventional  Lagrangian  procedure,  the  radial  and 
angular EL equations for generic test particles have been obtained. The exact analytical 
solutions of the general radial geodesics with the Mino proper time have been given in 
terms of hyperbolic  function  (35) and  the -function  (36). We have also  represented 
the angular and time solutions as a function of the Mino proper time.  
As  a  final  remark,  it would be  interesting  to  extend our work  to  the  geodesics of  the 
rotating LDBHs [7,17,18]. By this way, we plan to investigate the effect of the rotation 
parameter on the geodesics of the LDBH. This is going to be our next study in the near 
future. 
Acknowledgement We thank the anonymous referee and editor for  their valuable and 
constructive suggestions. 
 
 
 
11 
 
References 
[1]  Glendenning,  N.K.  Special and General Relativity: With Applications to White 
Dwarfs, Neutron Stars and Black Holes;  Springer  Science  &  Business  Media: 
California, USA, 2007. 
[2]  Slezakova,  G.  Geodesics Geometry of Black Holes;  VDM  Verlag  Press:  Berlin, 
Germany, 2008. 
[3] Hackmann, E.; Kagramanova, V.; Kunz, J.; Lammerzahl, C.; Europhys. Lett. 2009, 
88, 30008 (5 pages). 
[4] Hackmann, E.; Kagramanova, V.; Kunz, J.; Lammerzahl, C.; Phys. Rev. D 2010, 81, 
044020 (20 pages). 
[5]  Hackmann,  E.;  Kagramanova,  V.;  Lammerzahl,  C.;  Sirimachan,  P.;  Phys. Rev. D 
2010, 81, 064016 (18 pages). 
[6]  Halilsoy,  M.;  Gurtug,  O.;  Mazharimousavi,  S.H.;  Gen. Relativ. Gravit. 2013, 45, 
2363-2381. 
[7] Clément, G.; Galtsov, D.; Leygnac, C.; Phys. Rev. D 2003, 67, 024012 (14 pages). 
[8] Clément, G.; Fabris, J. C.; Marques, G. T.; Phys. Lett. B 2007, 651, 54-57.  
[9] Chan, K. C. K.; Horne, J. H.; & Mann, R. B.; Nucl. Phys. B 1995, 447, 441-461.  
[10] Pasaoglu, H.; Sakalli, I.; Int. Jour. Theor. Phys. 2009, 48, 3517-3525. 
[11] Mazharimousavi, S.H.; Sakalli, I.; Halilsoy, M.; Phys. Lett. B 2009, 672, 177-181. 
[12] Sakalli, I.; Halilsoy, M.; Pasaoglu, H.; Int. Jour. Theor. Phys. 2011, 50, 3212-3224. 
[13] Sakalli, I.; Halilsoy, M.; Pasaoglu, H; Astrophys. Space Sci. 2012, 340, 155-160. 
12 
 
[14] Sakalli, I.; Int. J. Mod. Phys. A 2011, 26, 2263-2269; 28, Erratum 2013, 1392002 
(1 page). 
[15] Sakalli, I.; Mirekhtiary, S.F.; Jour. Exp. Theor. Phys. 2013, 117, 656-663. 
[16] Sakalli, I.; Ovgun, A.; Mirekhtiary, S.F.; Int. J. Geom. Methods Mod. Phys. 2014, 
11, 1450074 (10 pages). 
[17] Li, R.; Eur. Phys. J. C 2013, 73, 2296 (8 pages). 
[18] Sakalli, I.; Eur. Phys. J. C 2015, 75, 144 (7 pages). 
[19] Mino, Y.; Phys. Rev. D 2003, 67, 084027 (17 pages). 
[20]  Markushevich,  A.I.  Theory of Functions of a Complex Variable; Prentice-Hall: 
Englewood Cliffs, USA, 1967. 
[21] Brown, J.D.; York, J.W.; Phys. Rev. D 1993, 47, 1407-1419. 
[22] Hawking, S.W.; Nature 1974, 248, 30-31. 
[23] Hawking, S.W.; Commun. Math. Phys. 1975, 43, 199-220; Erratum-ibid; 1976, 46, 
206-206. 
[24] Wald, R.M. General Relativity;. The University of Chicago Press: Chicago, USA, 
1984. 
[25]  Chandrasekhar,  S.  The Mathematical Theory of Black Holes;  Oxford  University 
Press: Oxford, UK, 1983. 
[26] Kagramanova,  V.; Kunz,  J.; Hackmann E.; Lammerzahl, C.; Phys. Rev. D 2010, 
81, 124044 (17 pages). 
[27] Grunau, S.; Kagramanova, V.; Phys. Rev. D 2011, 83, 044009 (16 pages).  
[28] Maplesoft. Maple 18;. Waterloo Maple Inc.: Waterloo, Ontario, Canada, 2014. 
13 
 
[29] Gibbons, G.W.; Vyska M.; Class. Quantum Grav. 2012, 29, 065016 (7 pages). 
